
1 カルマンフィルタ
線形ガウス状態空間モデル：

yt = Xtβ + Ztαt +Gtut, ut ∼ N (0, σ2I)

αt+1 = Wtβ + Ttαt +Htut

α0 = 0

を考える。カルマンフィルタとは、観測地 Yn = {Y1, ..., Yn}の情報を用いて状
態変数 αt+1の条件付き分布 π(αt+1|Yt,θ)を逐次的に求める方法である。ま
ず、t− 1期までの観測地が与えられた時のαtの分布を

αt|θ, Yt−1 ∼ (at, σ
2Pt)

とする。この時、t期までの観測地が与えられた時のαt+1の分布も同様に、

αt+1|θ, Yt ∼ (at+1, σ
2Pt+1)

である。この時、at+1と at、Pt+1と Ptには次のような逐次的な関係がある。
1. a1 = W0β, P1 = H0

TH0とする。
2. t = 1, ..., nに対し、

at+1 = Wtβ + Ttat +Ktet, Pt+1 = TtPt
TLt +Ht

TJt

ただし、

et = yt −Xtβ − Ztat

Dt = ZtPt
TZt +Gt

TGt

Kt = (TtPt
TZt +Ht

TGt)D
−1
t

Lt = Tt −KtZt

Jt = Ht −KtGt

解釈：状態方程式より単に at+1 = Wtβ+ Ttatと推測できる。データ ytが得
られた時、単純な推定値Wtβ+Ttatと実現値ytとの乖離を etとし、etによっ
て推定値を修正する。どれだけ修正するかは撹乱項の分散に依存する (Kt)。

et ∼ N (0, σ2Dt)なので、データ n個の尤度関数は

f(Yn|θ) = Πn
t=1

1√
(2π)myσ2|Dt|

exp(− 1

2σ2
TetD

−1
t et)
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対数をとって、

log f(Yn|θ) = −nmy

2
log(2π)− nmy

2
log σ2 − 1

2

n∑
t=1

log |Dt| −
1

2σ2

n∑
t=1

TetD
−1
t et

この対数尤度関数を最大化することでパラメータの最尤推定量を求めること
ができる。また、対数尤度に対数事前確率密度関数を加えたものを最大化す
るモードを求めて、モードを平均とする正規分布を提案分布とするMHアル
ゴリズムを行うこともできる。

2 平滑化
Ynが得られた時、t+1, ..., n期のデータも用いてより高精度の atを求めるこ
とが平滑化である。

2.1 状態平滑化 (kalman smoother)

1. カルマンフィルタを t = 1, ..., nに対して行う。
2. t = n, ..., 1に対し、

rt−1 =
TZtD

−1
t et +

TLtrt, Ut−1 =
TZtD

−1
t Zt +

TLtUtLt

と置く。
3. この時状態変数の事後平均、事後共分散行列は

E[αt|θ, Yn] = at + Ptrt−1, V ar(αt|θ, Yn) = σ2(Pt − PtUt−1Pt)

2.2 撹乱項平滑化
1. カルマンフィルタを t = 1, ..., nについて行う。
2. rn = 0, Un = Oと置く。
3. t = n, .., 1に対し、

rt−1 =
TZtD

−1
t et +

TLtrt, Ut−1 =
TZtD

−1
t , Zt +

TLtUtLt

と置く。
4. 撹乱項の事後平均および事後共分散行列は

E[ut|θ, Yn] = TGtD
−1
t et +

TJtrt

V ar(ut|θ, Yn) = σ2(I − TGtD
−1
t Gt − TJtUtJt

となる。
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2.3 シミュレーション平滑化 (de Jong and Shephard)

シミュレーション平滑化は錯乱項をサンプリングしてからいっぺんにαtを求
める方法である。状態方程式の撹乱項Gtutまたは観測方程式の撹乱項Htut

をサンプリングするために、Ftを定数行列として ηt = Ftutをサンプリング
する方法を示す。

1. カルマンフィルタを実行し、{et, Dt, Jt, Lt}nt=1を保存する。
2. rn = 0, Un = Oとして t = n...., 1に対し

Ct = Ft(I − TGtD
−1
t Gt − TJtUtJt)

TFt

κt ∼ N (0, σ2Ct)

Vt = Ft(
TGtD

−1
t Zt +

TJtUtLt)

rt−1 = TZtD
−1
t et +

TLtrt − TVtC
−1
t κt

Ut−1 = TZtD
−1
t Zt +

TLtUtLt +
TVtC

−1
t Vt

と {Ct,κt, rt, Ut, Vt}nt=0}を求め、

ηt = Ft(
TGtD

−1
t et +

TJtrt)κt, t = 0, ..., n

を保存する。得られた η = (η0, ...,ηn)は ηの事後分布からの確率標本
となる。

Ft = Htとすれば、状態方程式の撹乱項 ηt = Htut, (t = 1, ..., n− 1)が得ら
れるので、αt+1を計算できる。
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